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有限个非自渐近非扩张映象公共不动点的逼近
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(哈尔滨理工大学 应用数学 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :本文在一致凸 Banach空间下 ,讨论了有限个非自渐近非扩张映象对公共不动点的逼

近 ,证明了带扰动项凸组合迭代格式的强弱收敛性.
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1　预备知识

假设 E为实 Banach空间 , K是 E的非空子集.

定义 1　称映象 T: K→E是渐近非扩张映象 ,若

存在一个数列 { kn } < [ 1, ∞)且 lim
n→∞

kn = 1,使得

‖T
n

x - T
n

y‖≤kn‖x - y‖, Π x, y∈K, n∈N

定义 2　称映象 P: E→K为收缩映象 ,若 P
2

=

P;称 E的子集 K为 E的收缩 ,若存在一个连续收缩

映象 P: E→K, Π x∈K,使得 Px = x.

定义 3　称映象 T: K→E是非自渐近非扩张映

象 ,若存在一个数列 { kn } < [ 1, ∞)且 lim
n→∞

kn = 1, P:

E→K非扩张收缩映象 , 使得 ‖ T ( PT ) n - 1
x -

T (PT) n - 1
y‖≤kn‖x - y‖, Π x, y∈K, n∈N.

定义 4　称映象 Ti : K→E满足条件 ( A′) ,若

存在一个非减函数 f: [ 0, + ∞) → [ 0, + ∞) ,且

f ( 0 ) = 0, Π r > 0, f ( r) > 0,使得

a
1‖x - T1 x‖ + a

2‖x - T2 x‖ +⋯ + a
N ‖x -

TN x‖≥f ( d ( x, F ) ) , Π x∈K; d ( x, F ) = inf‖x -

x
3 ‖, Π x

3 ∈F, 0≤a
i≤1,且 ∑

N

i = 1
a

i
= 1, i = 1, 2,

⋯, N .

对于渐近非扩张映象的迭代收敛性问题 ,已被

许多学者研究过 [ 1 - 7 ]
.

本文给出下列逼近有限个非自渐近非扩张映象

{ Ti : i = 1, 2, ⋯, N }公共不动点的迭代格式 :



x
1
n = P (α1

n T1 ( PT1 ) n - 1
xn +β1

n xn +γ1
n u

1
n )

x
2
n = p (α2

n T2 ( PT2 ) n - 1
x

1
n +β2

n xn +γ2
n u

2
n )

…

x
N
n = P (αN

n TN ( PTN ) n - 1
x

N - 1
n +βN

n xn + r
N
n u

N
n )

xn + 1 = x
N
n

x1∈K, 　Π n∈N. (1)

在一定条件下 ,证明了该迭代格式的强弱收敛性 ,所

得结果推广了文 [ 1 - 2 ]的结果.

为证明主要结果 ,需要引入以下引理 :

引理 1[ 3 ]　假设 E为 Banach空间 , p > 1和 R > 1

为固定常数 ,则 E为一致凸 Banach空间 ,当且仅当

存在一个连续的严格增的凸函数 g: [ 0, ∞) → [ 0,

∞) , g (0) = 0,使得

‖λx + (1 -λ) y‖p≤λ‖x‖p + (1 -λ)‖y‖p -

W p (λ) g (‖x - y‖)

对任意的 x, y∈BR (0) = { x∈E:‖x‖≤R } ,λ∈[ 0,

1 ], 这里 W p (λ) =λ(1 -λ) p +λp (1 -λ) .

引理 2[ 1 ]　设 { rn }、{ sn }、{ tn }为对所有 n≥n1 ,

满足 rn + 1≤ (1 + sn ) rn + tn的非负实数列 ,有

1)若 ∑
∞

n =1
sn < ∞和∑

∞

n =1
tn < ∞,则 lim

n→∞
rn存在 ;

2)若存在 { rn }的子列 { rn i
} ,当 i→∞时 ,有 rn i

→0,

则 lim
n→∞

rn = 0.

引理 3[ 1 ]　假设 K是一致凸 Banach空间 E的

非空闭凸子集 , T: K→E是渐近非扩张映象 ,则 I - T

在 0点处是半闭的.

2　主要结果

引理 4　假设 E是一致凸 Banach空间 , K是 E

的非空闭凸子集和非扩张收缩 , P为非扩张收缩映

象 ,映象 Ti : K→E是非自渐近非扩张映象 , { k
i
n } <

[1, ∞)且 ∑
∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞ ,实数列 {αi

n }
∞
n = 1 < [ 0,

1 ],满足 ϖε> 0,ε≤αi
n≤1 -ε, Π n∈N;序列 { xn }由

式 (1)定义得到 ,且 ∑
∞

n =1
r
i
n < ∞,αi

n +βi
n + r

i
n = 1,

{ u
i
n }有界 , i = 1, 2, ⋯N ,若 F: = ∩

N

i = 1
F ( Ti ) ≠Φ ,则

lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖存在 , Π x
3 ∈F.

证明 : Π x
3 ∈F,

‖x
1
n - x

3 ‖≤‖P (α1
n T1 ( PT1 ) n - 1

xn +β1
n xn +

r
1
n u

1
n ) - x

3 ‖≤α1
n k

1
n‖xn - x

3 ‖ +

　　βn‖xn - x
3 ‖ + r

1
n‖u

1
n - x

3 ‖≤

　　k
1
n‖xn - x

3 ‖ + r
1
n‖u

1
n - x

3 ‖ (2)

令 d
0
n : = r

1
n‖u

1
n - x

3 ‖,由于 ∑
∞

n =1
r
1
n < ∞及 { u

1
n }有

界 ,即∑
∞

n =1
d

0
n < ∞ ,进一步有

‖x
2
n - x

3 ‖≤‖P (α2
n T2 ( PT2 ) n - 1

x
1
n +β2

n xn +

r
2
n u

2
n ) - x

3 ‖≤k
1
n k

2
n‖xn - x

3 ‖ +

k
2
n r

1
n‖u

1
n - x

3 ‖ + r
2
n‖u

2
n - x

3 ‖ =

k
1
n k

2
n‖xn - x

3 ‖ + k
2
n d

0
n +

r
2
n‖u

2
n - x

3 ‖ (3)

令 d
1
n : = k

2
n d

0
n + r

2
n‖u

2
n - x

3 ‖,由于 ∑
∞

n - 1

(k
2
n - 1) < ∞,

∑
∞

n =1
r
2
n <∞及 { u

2
n }有界 ,且∑

∞

n =1
d

0
n <∞ ,则 ∑

∞

n =1
d

1
n <∞.

以此类推 ,存在一个非负的实数列 { d
i - 1
n } , i =

1, 2, ⋯, N ,使得

‖x
i
n - x

3 ‖≤k
1
n k

2
n⋯k

i
n‖xn - x

3 ‖ + d
i - 1
n ,

∑
∞

n =1
d

i - 1
n < ∞, i = 1, 2, ⋯, N , Π n ∈N .

于是

‖xn + 1 - x
3 ‖ =‖x

N
n - x

3 ‖≤k
1
n k

2
n⋯k

N
n ×

‖xn - x
3 ‖ + d

N - 1
n , Π n∈N.

(4)

由 { k
i
n } < [ 1, ∞) , ∑

∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞及引理 (2) ,知

lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖存在 , Π x
3 ∈F.

引理 5　假设 E是一致凸 Banach空间 , K是 E

的非空闭凸子集和非扩张收缩 , P为非扩张收缩映

象 ,映象 Ti : K→E是渐近非扩张映象 , { k
i
n } < [ 1,

∞)且 ∑
∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞, 实数列 {αi

n }
∞
n = 1 < [ 0, 1 ],

满足 ϖε> 0,ε≤αi
n≤1 -ε, Π n∈N;序列 { xn }由式

(1)定义得到 ,且 ∑
∞

n =1
r
i
n < ∞,αi

n +βi
n + r

i
n = 1, { u

i
n }

有 界 , i = 1 , 2 , ⋯, N ,若 F : = ∩
N

i = 1
F ( Ti ) ≠Φ ,则

lim
n→∞
‖xn - Ti xn‖ = 0, i = 1, 2, ⋯, N.

证明 : 由引理 5知 , Π x
3 ∈F, lim

n→∞
‖xn - x

3 ‖

存在 , 不妨设 lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖ = r, r≥0,若 r = 0, 命

题显然成立. 下面设 r > 0, 则

　‖x
N
n - x

3 ‖2≤‖P (αN
n TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n +
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βN
n xn + r

N
n u

N
n ) - x

3 ‖2≤

αN
n ( k

N
n ‖x

N - 1
n - x

3 ‖ +

r
N
n ‖u

N
n - xn‖) 2 + (1 -αN

n ) ×

(‖xn - x
3 ‖ + r

N
n‖u

N
n - xn‖) 2 -

W 2 (αN
n ) g (‖TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n -

xn‖)≤W 2 (αN
n ) g ( k

1
n k

2
n⋯k

N
n ×

‖xn - x
3 ‖) 2

+2λN - 2
n k

1
n k

1
n⋯k

N
n ×

‖xn - x
3 ‖ + (λN - 2

n ) 2
-

W2 (αN
n ) g (‖TN (PTN ) n - 1

x
N - 1
n - xn‖)

由于ε≤αN
n ≤1 -ε, 故

　　　W 2 (αN
n )≥ε3

,

ε3
g (‖TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n - xn‖)≤

( k
1
n k

2
n⋯k

N
n ‖xn - x

3 ‖) 2
- ‖x

N
n - x

3 ‖2
+

2λN - 2
n k

1
n k

1
n⋯k

N
n ‖xn - x

3 ‖ + (λN - 2
n ) 2

这里 , λN - 2
n : = k

N
n d

N - 2
n + r

N
n ‖u

N
n - xn‖.

由于 ∑
∞

n =1

d
N - 2
n <∞,∑

∞

n =1

r
N
n <∞及 { u

N
n }有界 , 则

lim
n→∞
λN - 2

n = 0.又由于 ∑
∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞ , lim

n→∞
k

i
n = 1,

i = 1, 2, ⋯, N ,则

lim
n→∞

g (‖TN ( PTN ) n - 1
x

N - 1
n - xn‖) = 0 (5)

又因为 g是一个连续且递增的凸函数 , g ( 0 ) = 0,

当 r > 0时 , g ( r) > 0,故 lim
n→∞
‖TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n -

xn‖ = 0.记 :

c
N
n : =‖TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n - xn‖,

‖xn - x
3 ‖≤‖xn - TN ( PTN ) n - 1

x
N - 1
n ‖ +

‖TN ( PTN ) n - 1
x

N - 1
n - x

3 ‖ =

c
N
n + k

N
n ‖x

N - 1
n - x

3 ‖

由于 r = lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖≤ lim
n→∞

inf‖x
N - 1
n - x

3 ‖≤

lim
n→∞

sup‖x
N - 1
n - x

3 ‖≤r,故

lim
n→∞
‖x

N - 1
n - x

3 ‖ = r. (6)

　‖x
N - 1
n - x

3 ‖2≤‖P (αN - 1
n TN - 1 (PTN - 1 ) n - 1

x
N - 2
n +

βN - 1
n xn + r

N - 1
n u

N - 1
n ) - x

3 ‖2≤

αN - 1
n (‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 1

x
N - 2
n -

x
3 ‖ + r

N - 1
n ‖u

N - 1
n - xn‖) 2

+

(1 -αN - 1
n ) (‖xn - x

3 ‖ + r
N - 1
n ×

‖u
N - 1
n - xn‖) 2 - W 2 (αN

n ) g ×

(‖TN ( PTN ) n - 1
x

N - 1
n - xn‖)≤

αN - 1
n ( k

N - 1
n ‖x

N - 2
n - x

3 ‖ + r
N - 1
n ×

‖u
N - 1
n - xn‖) 2

+ (1 -αN - 1
n ) ×

(‖xn - x
3 ‖+ r

N - 1
n ‖u

N - 1
n - xn‖)2

-

W2 (αN - 1
n ) g (‖TN - 1 (PTN - 1 ) n - 1 ×

x
N - 2
n - xn‖)≤(k

1
n k

2
n⋯k

N - 1
n ‖xn -

x
3 ‖) 2

+ 2λN - 3
n k

1
n k

1
n⋯k

N - 1
n ×

‖xn - x
3 ‖+ (λN - 3

n )2
- W2 (αN - 1

n ) ×

g (‖TN - 1 (PTN - 1 ) n - 1
x
N - 2
n - xn‖)

由于ε≤αN - 1
n ≤1 -ε,故 W 2 (αN - 1

n ) ≥ε3
;又由于

∑
∞

n =1

( k
i
n - 1 ) <∞ , lim

n→∞
k

i
n = 1 , i = 1 , 2 , ⋯ , N ,则

lim
n→∞

g (‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 1
x

N - 2
n - xn‖) = 0.

又因为 g是一个连续且递增的凸函数 , g ( 0) =

0, 当 r > 0时 , g ( r) > 0,故有

lim
n→∞
‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 1

x
N - 2
n - xn‖ = 0

以此类推

lim
n→∞
‖Ti ( PTi ) n - 1

x
i - 1
n - xn‖ = 0,

记

c
i
n : =‖Ti ( PTi ) n - 1

x
i - 1
n - xn‖ (7)

进而

lim
n→∞
‖Ti (PTi ) n - 2

x
i - 2
n - 1 - xn - 1‖ =0,　i =1, 2,⋯, N

(8)

下面证 lim
n→∞
‖Ti ( PTi ) n - 1

xn - xn‖ = 0, i = 1, 2, ⋯, N

　　‖x
i
n - xn‖≤‖P (αi

n Ti ( PTi ) n - 1
x

i - 1
n +βi

n xn +

r
i
n u

i
n ) - xn‖≤‖Ti (PTi ) n - 1

x
i - 1 -

xn‖ + r
i
n‖u

i
n - xn‖≤

c
i
n + r

i
n‖u

i
n - xn‖

‖Ti (PTi ) n - 1
xn - xn‖≤‖xn - Ti (PTi ) n - 1

x
i - 1
n ‖ +

‖Ti ( PTi ) n - 1
x

i - 1
n -

Ti ( PTi ) n - 1
xn‖≤

c
i
n + k

i
n ( c

i
n + r

i
n‖u

i
n -

xn‖) = (1 + k
i
n ) +

k
i
n r

i
n‖u

i
n - xn‖ (9)

由于 lim
n→∞
‖Ti ( PTi ) n - 1

x
i - 1
n - xn‖ = 0, ∑

∞

n =1

( k
i
n - 1) <

∞及∑
∞

n =1
r
i
n < ∞, { u

i
n }、{ xn }有界 ,故

lim
n→∞
‖Ti ( PTi ) n - 1

xn - xn‖ = 0, i = 1, 2, ⋯, N

(10)

‖xn - (PTN ) n - 1
xn‖≤‖α

N
n - 1 TN (PTN ) n - 2

x
N - 1
n - 1 +

βN
n - 1 xn - 1 + r

N
n - 1 u

N
n - 1 -

TN ( PTN ) n - 2
xn‖≤

k
N
n - 1 (‖x

N - 1
n - 1 - xn - 1‖ +

‖xn - 1 - xn‖) + r
N
n - 1‖u

N
n - 1 -
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xn - 1‖ + (βN
n - 1 + r

N
n - 1 ) ×

(‖xn - 1 - TN (PTN ) n - 2
xn - 1‖ +

‖TN ( PTN ) n - 2
xn - 1 -

TN ( PTN ) n - 2
xn‖)≤

k
N
n - 1 (‖x

N - 1
n - 1 - xn - 1‖ +

‖xn - 1 - xn‖) +

r
N
n - 1‖u

N
n - 1 - xn - 1‖

由式 (8)、(9)及 ∑
∞

n =1
r
i
n < ∞, 则有

lim
n→∞
‖xn - ( PTN ) n - 1

xn‖ = 0 (11)

‖xn - TN x‖≤‖xn - TN ( PTN ) n - 1
xn‖ +

k
N
1 ‖xn - ( PTN ) n - 1

xn‖

由式 (11)知 lim
n→∞
‖xn - TN x‖ = 0.

　　‖xn - (PTN - 1 ) n - 1
xn‖≤‖xn - (PTN ) n - 1

xn‖ +

‖ ( PTN - 1 ) n - 1
xn -

( PTN ) n - 1
xn‖≤

‖xn - ( PTN ) n - 1
xn‖ +

‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 2
xn -

TN - 1 (PTN - 1 ) n - 2
xn - 1‖ +

‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 2 ×

xn - 1 - xn - 1‖+‖xn - xn - 1‖+

‖xn - ( PTN ) n - 1
xn‖

由式 (9)～ (11)得

lim
n→∞
‖xn - ( PTN - 1 ) n - 1

xn‖ = 0 (12)

　　‖xn - TN - 1 xn‖≤‖xn - TN - 1 (PTN - 1 ) n - 1
xn‖ +

‖TN - 1 ( PTN - 1 ) n - 1
xn -

TN - 1 xn‖≤‖xn - TN - 1 ×

( PTN - 1 ) n - 1
xn‖ + k

N - 1
1 ‖xn -

( PTN - 1 ) n - 1
xn‖

由式 (12)知 :

lim
n→∞
‖xn - TN - 1 xn‖ = 0.同理得

lim
n→∞
‖xn - Ti xn‖ = 0, i = 1, 2, ⋯, N. (13)

定理 1　假设 E是一致凸 Banach空间满足

Op ial′条件 , K是 E的非空闭凸子集和非扩张收缩 ,

P为非扩张收缩映象 ,映象 Ti : K→E是渐近非扩张

映象 , { k
i
n } < [ 1, ∞)且 ∑

∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞ ,实数列

{αi
n }
∞
n = 1 < [ 0, 1 ],满足 ϖε> 0,ε≤αi

n≤1 -ε, Π n∈

N;序列 { xn }由式 (1)定义得到 ,且 ∑
∞

n =1
r
i
n < ∞,αi

n +

βi
n +r

i
n = 1 , { u

i
n }有界 , i =1, 2,⋯, N,若 F: =∩

N

i =1
F (Ti ) ≠

Φ ,则序列 { xn }弱收敛于 { Ti : i = 1, 2, ⋯N }的公共不

动点.

证明 :设 x
3 ∈F,由引理 ( 4)知 lim

n→∞
‖xn - x

3 ‖

存在. 下证 { xn }的每一个子列弱收敛于一点.假设

存在序列 { xn i
}、{ xn j

} < { xn } , 使得

当 i→ +∞时 , xn i

弱

z1 ;当 j→ +∞时 , xn j

弱

z2 ,由引理 5知

lim
i→∞
‖xn i

- Tk xn i
‖ = lim

j→∞
‖xn j

- T k xn j
‖ = 0,

Π k = 1, 2, ⋯, N.

再由引理 3知 , I - TK在 0点处是半闭的 ,则 TK z1 =

z1 , Tk z 2 = z2 , Π k = 1, 2, ⋯, N.即 z1 , z2∈F, 进一步

证明 z1 = z2.

证明 :设 z1≠z2 ,由 Op ial′条件知 :

lim
n→∞
‖xn - z1‖ = lim

i→∞
‖xn i

- z1‖ < lim
i→∞
‖xn i

- z2‖ =

lim
j→∞
‖xn j

- z2‖ < lim
j→∞
‖xn j

- z1‖ =

lim
N→∞
‖xn - z1‖

产生矛盾 ,因此 z1 = z2 ,所以序列 { xn }弱收敛于 { Ti : i

= 1, 2, ⋯, N }的公共不动点.

定理 2　假设 E是一致凸 Banach空间 , K是 E

的非空闭凸子集和非扩张收缩 , P为非扩张收缩映

象 ,映象 Ti : K→E是渐近非扩张映象 , { k
i
n } < [ 1,

∞)且 ∑
∞

n =1

( k
i
n - 1) < ∞ ,实数列 {αi

n }
∞
n = 1 < [ 0, 1 ],

满足 ϖε> 0,ε≤αi
n≤1 -ε, Π n∈N;序列 { xn }由式

(1)定义得到 ,且 ∑
∞

n =1
r
i
n < ∞,αi

n +βi
n + r

i
n = 1, { u

i
n }

有界 , i = 1, 2, ⋯, N , F: =∩
N

i = 1
F ( Ti ) ≠Φ ,若 { Ti : i = 1,

2, ⋯, N }满足条件 (A′) ,则序列 { xn }强收敛于 { Ti : i

= 1, 2, ⋯, N }的公共不动点.

证明 :设 x
3 ∈F,由引理 4知 lim

n→∞
‖xn - x

3 ‖存

在.设 lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖ = r, 若 r = 0,显然成立.

若 r > 0, 由引理 5知 , lim
n→∞
‖xn - Ti xn‖ = 0, 因

为 { Ti : i = 1, 2, ⋯N }满足条件 (A′) ,则 lim
n→∞

f ( d ( xn ,

F) ) = 0,又由式 (4)知 :

‖xn + 1 - x
3 ‖ =‖x

N
n - x

3 ‖≤k
1
n k

2
n⋯k

N
n ‖xn -

x
3 ‖ + d

N - 1
n ,且 ∑

∞

n =1
d

N - 1
n < ∞.

所以 d ( xn + 1 , F ) ≤k
1
n k

2
n⋯k

N
n d ( xn , F ) ,由引理 2知

lim
n→∞

d ( xn , F)存在.

又 lim
n→∞

f ( d ( xn , F) ) = 0,而 f是非减的连续函数 ,

f (0) = 0, 所以 lim
n→∞

d ( xn , F) = 0,
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取 { xn i
} < { xn } , { yi } < F,使得 ‖xn i

- yi‖≤

2 - i
.由文 [ 3 ]中的定理得 { yi } < F是 Cauchy列且收

敛 ,设 yi→y,由于 F是闭集 ,所以 y∈F且 xn i
→y;而

lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖存在 ,所以 lim
n→∞
‖xn - y‖ = 0, y∈F.

证毕.
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R (X ) < 2,那么 X有 M不动点性质.

证明 :若 X没有 M不动点性质 ,那么可以找到

一个有界闭凸集 K使得 diam ( K) = 1,并且对于某一

集值的 M非扩张映射是最小不变的且存在 { xn }为

K中的渐近不动点序列.因 K为自反 Banach空间的

有界闭凸集 ,故 K为弱紧的 ,因而可假设 { xn }是弱

收敛的 ,由平移关系 { xn }是弱零的.考虑序列 { zn } ,

并且 { zn }满足引理 3中的 1) ～4) .如需需要 ,可以

取其一子列 ,并且假设 limn ‖ zn - z‖存在. 并有

lim
n
‖zn - z‖≤lim

n
sup lim

m
‖zn - zm ‖≤

1
2

.可以选择

η > 0使得ηR ( X ) < 1 - R ( X ) /2.对于足够大的 n,

有‖zn - z‖≤1 /2 +η, ‖z‖≤ lim infn→∞‖zn - xn‖

≤1 /2.因此

zn

1 /2 +η
=

zn - z

1 /2 +η
+

z
1 /2 +η
≤R (X )

故 lim supn→∞‖zn‖≤R ( X ) ( 1 /2 +η) < 1与

0∈K矛盾.
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